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	1. Análisis de Componentes Principales

Reducir la dimensión:
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�
	1. Análisis de Componentes Principales

Reducir la dimensión:

No:

sino:
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�
	1. Análisis de Componentes Principales

Reducir la dimensión:

No:

sino:

Usado en visualización, compresión, preproceso en general

Ligado con métodos de agrupamiento y selección de variables.

Reducir la dimensión tiene que ver con extracción de información util
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�
	1.1 Oŕıgenes

1889

1903, Philosophical Magazine

1933, J. of Educactional Psychology
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�
	1.1 Oŕıgenes

1889 1887

Interés en estudiar la variabilidad entre caracteŕısticas f́ısicas individuales

sobre generaciones.

⇒ Modelo de regresión: Y = α + βX + ε, ε ∼ N (0, σ2) E(Y |X = x) = α + βx
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�
	1.1 Oŕıgenes

1889 1887

Interés en estudiar la variabilidad entre caracteŕısticas f́ısicas individuales

sobre generaciones.

⇒ Modelo de regresión: Y = α + βX + ε, ε ∼ N (0, σ2) E(Y |X = x) = α + βx

⇒ Ajustar elipse a los datos:
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�
	1.1 Oŕıgenes

1903, Philosophical Magazine

⇒ Representar (visualizar) relación entre variables de manera simétrica:

Minimizar errores de proyección.
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�
	1.1 Oŕıgenes
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�
	1.1 Oŕıgenes

fuente: Tyne & Wear Archives
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�
	1.1 Oŕıgenes

⇒ Construir indices:
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�
	1.2 Formulación: enfoque probabiĺıstico

Consideramos X = (X1, · · · , Xd)
t como v.a.

Define d× d matrix de covarianze C:

Ci,j = Cov(Xi, Xj).

1. C es simétrico, no negativo definido, con eigenvalores no negativos.

2. Define Y = utX, V ar(Y ) = utCu.
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1.2 Formulación: enfoque probabiĺıstico (EX = 0)

PCA como transformación (lineal) informativa
Usamos la varianza para medida qué informativa es una transformación; caso 1-D:

max
||l||=1

V ar(ltX) = max
||l||=1

ltCov(X)l

14
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1.2 Formulación: enfoque probabiĺıstico (EX = 0)

PCA como transformación (lineal) informativa
Usamos la varianza para medida qué informativa es una transformación; caso 1-D:

max
||l||=1

V ar(ltX) = max
||l||=1

ltCov(X)l

Solución: l es el primer vector propio de Cov(X)
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1.2 Formulación: enfoque probabiĺıstico (EX = 0)

PCA como transformación (lineal) informativa
Usamos la varianza para medida qué informativa es una transformación; caso 1-D:

max
||l||=1

V ar(ltX) = max
||l||=1

ltCov(X)l

Solución: l es el primer vector propio de Cov(X)

En general, buscamos direcciones {li}p1 tal que

max
||li||=1

V ar(ltiX), li ⊥ l1, · · · , li−1

Solución: {li} son los primeros p vectores propios de Cov(X).

Llamamos Yi = ltiX; mapeamos (X1, · · · , Xd) a (Y1, · · · , Yp)

16
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1.2 Formulación: enfoque probabiĺıstico (EX = 0)

PCA como transformación (lineal) informativa
Usamos la varianza para medida qué informativa es una transformación; caso 1-D:

max
||l||=1

V ar(ltX) = max
||l||=1

ltCov(X)l

Solución: l es el primer vector propio de Cov(X)

En general, buscamos direcciones {li}p1 tal que

max
||li||=1

V ar(ltiX), li ⊥ l1, · · · , li−1

Solución: {li} son los primeros p vectores propios de Cov(X).

Llamamos Yi = ltiX; mapeamos (X1, · · · , Xd) a (Y1, · · · , Yp)

Propiedades

V ar(Yi) = λi

Cov(Yi, Yj) = 0 si i 6= j∑
i V ar(Xi) =

∑
i V ar(Yi) =

∑
i λi
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PCA como predicción óptima en subespacio

Busca transformaciones lineales X =⇒ Y =⇒ X̂

con dim(Y ) = p < d tal que E||X − X̂||2 es mı́nima.

18
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PCA como predicción óptima en subespacio

Busca transformaciones lineales X =⇒ Y =⇒ X̂

con dim(Y ) = p < d tal que E||X − X̂||2 es mı́nima.

• Si p = 1: X (∈ Rd) =⇒ Y = 〈l, X〉 (∈ R1) =⇒ X̂ = Y l (∈ Rd)

tal que E||X − X̂||2 sea mı́nima.

• En general: busca una matriz B (d× p) que minimiza: E||X − X̂||2 donde X̂ = B(BtX)

Solución: B formada por primeros p vectores propios de Cov(X).
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PCA como predicción óptima en subespacio

Busca transformaciones lineales X =⇒ Y =⇒ X̂

con dim(Y ) = p < d tal que E||X − X̂||2 es mı́nima.

• Si p = 1: X (∈ Rd) =⇒ Y = 〈l, X〉 (∈ R1) =⇒ X̂ = Y l (∈ Rd)

tal que E||X − X̂||2 sea mı́nima.

• En general: busca una matriz B (d× p) que minimiza: E||X − X̂||2 donde X̂ = B(BtX)

Solución: B formada por primeros p vectores propios de Cov(X).

Propiedad

Si B está formada por los primeros p vectores propios de Cov(X) y EX = 0:

E||X − B(BtX)||2 =
∑d

i=p+1 λi.

¿Qué bueno es limitarse a aproximaciones lineales?
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¿Qué bueno es limitarse a aproximaciones lineales?

⇒ Depende de la distribución de los datos

21



22

¿Qué bueno es limitarse a aproximaciones lineales?

⇒ Depende de la distribución de los datos

Caso óptimo: X proviene de una multivariada gausiana N (µ,Σ)

fX1,···,Xd
(x1, · · · , xd) =

1

(2π)d/2
√
|Σ|

exp
−(x− µ)tΣ−1(x− µ)

2
,

22
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¿Qué bueno es limitarse a aproximaciones lineales?

⇒ Depende de la distribución de los datos

Caso óptimo: X proviene de una multivariada gausiana N (µ,Σ)

fX1,···,Xd
(x1, · · · , xd) =

1

(2π)d/2
√
|Σ|

exp
−(x− µ)tΣ−1(x− µ)

2
,

Propiedades

Distribuciones marginales y condicionales son también normales y

E(XA|XB = xB) es una función lineal de xB.
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�
	1.3 Formulación: enfoque matricial

Se busca una aproximación de bajo rango a una matŕız (centrada):

min||X− X̂|| sujeto a rank(X̂) = p < d

24
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�
	1.3 Formulación: enfoque matricial

Se busca una aproximación de bajo rango a una matŕız (centrada):

min||X− X̂|| sujeto a rank(X̂) = p < d

Recordatorio: SVD

Sea A matriz n× d. Existen matrices U (d× r), V (n× r) y D(r × r) tal que

A = VDUt =

r∑
i=1

σiviu
t
i

columnas de U son vectores propios {ui} de AtA,

columnas de V son vectores propios {vi} de AAt,

D = Diag({σi}) , σ2i = λi, con λi valor propio de ui (y vi).

Además vi = Aui/
√
λi, ui = Atvi/

√
λi

25
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�
	1.3 Formulación: enfoque matricial

Se busca una aproximación de bajo rango a una matŕız (centrada):

min||X− X̂|| sujeto a rank(X̂) = p < d

Recordatorio: SVD

Sea A matriz n× d. Existen matrices U (d× r), V (n× r) y D(r × r) tal que

A = VDUt =

r∑
i=1

σiviu
t
i

columnas de U son vectores propios {ui} de AtA,

columnas de V son vectores propios {vi} de AAt,

D = Diag({σi}) , σ2i = λi, con λi valor propio de ui (y vi).

Además vi = Aui/
√
λi, ui = Atvi/

√
λi

Solución:

X̂ = V(p)D(p)U(p)t =
∑p

i=1 σiviu
t
i con

V(p) = V[, 1 : p], U(p) = U[, 1 : p] ,D(p) = D[1 : p, 1 : p] de la SVD de X.

original (256× 256), approximación con rango=1,2,4,8,16,32,64. fuente: wikipedia
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�
	1.3 Formulación: enfoque matricial

Se busca una aproximación de bajo rango a una matŕız (centrada):

min||X− X̂|| sujeto a rank(X̂) = p < d

Recordatorio: SVD

Sea A matriz n× d. Existen matrices U (d× r), V (n× r) y D(r × r) tal que

A = VDUt =

r∑
i=1

σiviu
t
i

columnas de U son vectores propios {ui} de AtA,

columnas de V son vectores propios {vi} de AAt,

D = Diag({σi}) , σ2i = λi, con λi valor propio de ui (y vi).

Además vi = Aui/
√
λi, ui = Atvi/

√
λi

Solución:

X̂ = V(p)D(p)U(p)t =
∑p

i=1 σiviu
t
i con

V(p) = V[, 1 : p], U(p) = U[, 1 : p] ,D(p) = D[1 : p, 1 : p] de la SVD de X.

Observa: como V(p) ∝ XU(p), obtenemos que X̂ es una transformación lineal de X�



�
	Técnicamente: las soluciones de ambos enfoques coinciden al usar Ĉov(X) ∝ XtX

Dualidad entre trabajar con XXt y XtX y entre direcciones y proyecciones.
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28 - J Van Horebeek - CIMAT - 2015Si Ĉov(X) ∝ XtX :

Dualidad entre trabajar con XXt y XtX :

ui = Xtvi/
√
λi, con {vi} vectores propios de XXt

xtui = xXtvi/
√
λi

Basta conocer productos puntos entre observaciones (transformadas).

Forma la base de muchas extensiones como kernel PCA.
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�
	1.3 Ejemplos

Ejemplo 1

Cada dato es la traza de un d́ıgito escrito a mano.

La traza está discretizada en 8 puntos {(x(ti), y(ti)))}8t=1

29
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�
	2. Clasificación

Sea X un vector de caracteŕısticas y Y una variable de respuesta (categoŕıa)

Diferentes enfoques con diferentes preguntas de interés.

30
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�
	2.1 Origin

Fisher (1936): discriminar

31
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�
	2.1 Origin

Fisher (1936): discriminar
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Análisis Discrimimante Lineal

Punto de partida: ¿En qué dirección proyectar los datos para separar los puntos de

diferentes clases lo más posible?

33



Análisis Discrimimante Lineal

Punto de partida: ¿En qué dirección proyectar los datos para separar los puntos de

diferentes clases lo más posible?

Define c+, c− como los centroides de cada clase.

Primera idea: Separamos las proyecciones de los centroides lo más posible:

arg max
l

(lt(c+ − c−))2

34
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Análisis Discrimimante Lineal

Punto de partida: ¿En qué dirección proyectar los datos para separar los puntos de

diferentes clases lo más posible?

Define c+, c− como los centroides de cada clase.

Primera idea: Separamos las proyecciones de los centroides lo más posible:

arg max
l

(lt(c+ − c−))2

35



Problema:

hay que tomar en cuenta la estructura de la covarianza

Vamos a suponer que la estructura de covarianza de ambos clases es igual.

Antes:

arg max
l

(lt(c+ − c−))2

Ahora:

arg max
l

(
(lt(c+ − c−))√
V ar(ltX|Y )

)2 =
lt(c+ − c−)(c+ − c−)tl

ltSW l
:=

ltSBl

ltSW l

Solución: l ∝ S−1W (c+ − c−)

36
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�
	2.2 Teoŕıa de decisión óptima

Años 50 (Wald, Chow, Anderson, ...)

Dado un clasificador ŷ(x), define una función de perdida L(y, ŷ(x)).

Buscamos

arg min
ŷ(·)

E(L(Y, ŷ(X)))

37
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�
	2.2 Teoŕıa de decisión óptima

Años 50 (Wald, Chow, Anderson, ...)

Dado un clasificador ŷ(x), define una función de perdida L(y, ŷ(x)).

Buscamos

arg min
ŷ(·)

E(L(Y, ŷ(X)))

Ejemplos: L(y, ŷ(x)) = I(y 6= ŷ(x)), L(y, f (x)) = (y − ŷ(x))2, L(y, f (x)) = |y − ŷ(x)|
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�
	2.2 Teoŕıa de decisión óptima

Años 50 (Wald, Chow, Anderson, ...)

Dado un clasificador ŷ(x), define una función de perdida L(y, ŷ(x)).

Buscamos

arg min
ŷ(·)

E(L(Y, ŷ(X)))

Ejemplos: L(y, ŷ(x)) = I(y 6= ŷ(x)), L(y, f (x)) = (y − ŷ(x))2, L(y, f (x)) = |y − ŷ(x)|
Observa:

EX,YL(Y, ŷ(X)) = EX(EY |XL(Y, ŷ(X))) =

∫
EY |X=xL(Y, ŷ(X))dFX(x)

Si minimizamos lo anterior sobre ŷ(x), es suficiente para cada x calcular:

arg min
ŷ(x)

EY |X=xL(Y, ŷ(x)), solución es clasificador Bayesiano óptimo

39
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�
	2.2 Teoŕıa de decisión óptima

Años 50 (Wald, Chow, Anderson, ...)

Dado un clasificador ŷ(x), define una función de perdida L(y, ŷ(x)).

Buscamos

arg min
ŷ(·)

E(L(Y, ŷ(X)))

Ejemplos: L(y, ŷ(x)) = I(y 6= ŷ(x)), L(y, f (x)) = (y − ŷ(x))2, L(y, f (x)) = |y − ŷ(x)|
Observa:

EX,YL(Y, ŷ(X)) = EX(EY |XL(Y, ŷ(X))) =

∫
EY |X=xL(Y, ŷ(X))dFX(x)

Si minimizamos lo anterior sobre ŷ(x), es suficiente para cada x calcular:

arg min
ŷ(x)

EY |X=xL(Y, ŷ(x)), solución es clasificador Bayesiano óptimo

Ejemplo: Si Y toma solamente dos valores:

EY |X=xL(Y, ŷ(x)) = L(0, ŷ(x))P (Y = 0|X = x) + L(1, ŷ(x))P (Y = 1|X = x)

40



41

EY |X=xL(Y, ŷ(x)) = L(0, ŷ(x))P (Y = 0|X = x) + L(1, ŷ(x))P (Y = 1|X = x)

Toma caso binario y L(y, ŷ(x)) = I(y 6= ŷ(x)):

si ŷ(x) = 0 : L(0, ŷ(x)) = 0, L(1, ŷ(x)) = 1 y el error es P (Y = 1|X = x)

si ŷ(x) = 1 : L(0, ŷ(x)) = 1, L(1, ŷ(x)) = 0 y el error es P (Y = 0|X = x)
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EY |X=xL(Y, ŷ(x)) = L(0, ŷ(x))P (Y = 0|X = x) + L(1, ŷ(x))P (Y = 1|X = x)

Toma caso binario y L(y, ŷ(x)) = I(y 6= ŷ(x)):

si ŷ(x) = 0 : L(0, ŷ(x)) = 0, L(1, ŷ(x)) = 1 y el error es P (Y = 1|X = x)

si ŷ(x) = 1 : L(0, ŷ(x)) = 1, L(1, ŷ(x)) = 0 y el error es P (Y = 0|X = x)

Aśı el clasificador óptimo es

ŷ∗(x) =

 0 si P (Y = 0|X = x) > P (Y = 1|X = x).

1 si P (Y = 1|X = x) ≥ P (Y = 0|X = x)

En general: asigna x a la categoŕıa más probable según P (Y |X = x).

Define L∗ = E(L(Y, ŷ∗(X))).

42
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EY |X=xL(Y, ŷ(x)) = L(0, ŷ(x))P (Y = 0|X = x) + L(1, ŷ(x))P (Y = 1|X = x)

Toma caso binario y L(y, ŷ(x)) = I(y 6= ŷ(x)):

si ŷ(x) = 0 : L(0, ŷ(x)) = 0, L(1, ŷ(x)) = 1 y el error es P (Y = 1|X = x)

si ŷ(x) = 1 : L(0, ŷ(x)) = 1, L(1, ŷ(x)) = 0 y el error es P (Y = 0|X = x)

Aśı el clasificador óptimo es

ŷ∗(x) =

 0 si P (Y = 0|X = x) > P (Y = 1|X = x).

1 si P (Y = 1|X = x) ≥ P (Y = 0|X = x)

En general: asigna x a la categoŕıa más probable según P (Y |X = x).

Define L∗ = E(L(Y, ŷ∗(X))).

En general, la clasificación será basada en la pregunta

P (Y = 1|X = x)

P (Y = 0|X = x)

?
> c

P (X = x|Y = 1)

P (X = x|Y = 0)

?
> constante
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P (Y = 1|X = x)

P (Y = 0|X = x)

?
> c

P (X = x|Y = 1)

P (X = x|Y = 0)

?
> constante

Ejemplo

X|Y = y ∼ N (µy, σ
2) P (Y = 1) = P (Y = 0)

Observa: y∗(x) es de la forma I(x > c).
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P (Y = 1|X = x)

P (Y = 0|X = x)

?
> c

P (X = x|Y = 1)

P (X = x|Y = 0)

?
> constante

Ejemplo

X|Y = y ∼ N (µy,Σ)

fuente: Duda et al.

Observa: y∗(x) es de la forma I(ltx > c). Corresponde a solución LDA.
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P (Y = 1|X = x)

P (Y = 0|X = x)

?
> c

P (X = x|Y = 1)

P (X = x|Y = 0)

?
> constante

Ejemplo

X|Y = y ∼ N (µy,Σy)

fuente: Duda et al.

46
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�
	2.4 Enfoque noparamétrico

Años 70 (Stone, Vapnik, ...)

¿ Podemos estimar/aprender un clasificador Bayesiano óptimo

sin limitar P () a familia paramétrica?

48
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�
	2.4 Enfoque noparamétrico

Años 70 (Stone, Vapnik, ...)

¿ Podemos estimar/aprender un clasificador Bayesiano óptimo

sin limitar P () a familia paramétrica?

Teorema no free lunch:

Para n finito, sin ningun supuesto adicional sobre P ,

ningun clasificador es mejor que otro.

... pero si n→∞?

49



50 - J Van Horebeek - CIMAT - 2015Vecino más cercano y k-vecino más cercano

Dado el conjunto {(xi, yi)}
Para una x fija, busca el conjunto C con los k vecinos {xi} más cercanos a x

Define ŷ(x) como la clase que más veces ocurre en C

50



51 - J Van Horebeek - CIMAT - 2015Vecino más cercano y k-vecino más cercano

Dado el conjunto {(xi, yi)}
Para una x fija, busca el conjunto C con los k vecinos {xi} más cercanos a x

Define ŷ(x) como la clase que más veces ocurre en C

Si denotamos con L∗ el error del clasificador Bayesiano óptimo, y ŷn un clasificador

basado en {(Xi, Yi)}n1 y L(ŷn) = E(L(Y, ŷn(X)), se puede mostrar:

Propiedad 1 Si n→∞ y ŷn es el 1-NN:

L∗ ≤ EL(ŷn) ≤ 2 ∗ L∗

Propiedad 2 (1977) Si n→∞ y k →∞ tal que k/n→ 0, si ŷn es el k-NN:

para cualquier P :

EL(ŷn)→ L∗
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�



�
	Donde nos quedamos
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	Donde nos quedamos
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�



�
	Donde nos quedamos

Discriminar - LDA

l ∝ S−1
W

(c+ − c−)

Decisión óptima

argminŷ(·) E(L(Y, ŷ(X)))

P(Y=1|X=x)

P(Y=0|X=x)

?
> c

P(X=x|Y=1)

P(X=x|Y=0)

?
> constante

Clasificador Bayesiano óptimo

Enfoque noparamétrica

Optimalidad asimptótica de k-NN
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�
	2.5 Clasificadores lineales

Buscamos clasificadores de la forma

ŷ(x) = sign(g(x)) = sign(βtx + α).

Observa: la frontera entre las dos clases es una linea de contorno de g.

¿ Cómo determinar α y β?:
Definir una función de costo:
C(α, β)

Seguido, se trata de formular C() basada en {g(xi)} y no {ŷ(xi)}.
Interpretación geométrico: |g(x)| ∝ distancia(x, frontera)

Base de clasificadores basados en márgenes
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	2.6 Regresión loǵıstica

Clasificador Bayesiano óptimo, caso binario:

P (Y = 1|X = x)

P (Y = 0|X = x)

?
> c

P (X = x|Y = 1)

P (X = x|Y = 0)

?
> constante

Antes especificamos X|Y = y

Es un enfoque generativo .

Problema: tenemos que especificar más de lo que necesitamos.
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�
	2.6 Regresión loǵıstica

Clasificador Bayesiano óptimo, caso binario:

P (Y = 1|X = x)

P (Y = 0|X = x)

?
> c

P (X = x|Y = 1)

P (X = x|Y = 0)

?
> constante

Antes especificamos X|Y = y

Es un enfoque generativo .

Problema: tenemos que especificar más de lo que necesitamos.

Ahora: parametrizamos y estimamos directamente:

P (Y = 1|X = x)

P (Y = 0|X = x)

Es un enfoque discriminatorio .
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Vamos a suponer que ∃α, β:

log
P (Y = 1|X = x)

P (Y = 0|X = x)
= α + βx.
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Vamos a suponer que ∃α, β:

log
P (Y = 1|X = x)

P (Y = 0|X = x)
= α + βx.

Usando P (Y = 0|X = x) = 1− P (Y = 1|X = x):

P (Y = 1|X = x) =
1

1 + exp(−α− βx)

Interpretación β:
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log
P (Y = 1|X = x)

P (Y = 0|X = x)
= α + βtx.

Para simplificar la notación: incluye en vector x la constante 1:

log
P (Y = 1|X = x)

P (Y = 0|X = x)
= βtx.

P (Y = 1|X = x) =
1

1 + exp(−βtx)

Medimos distancias hacia la frontera de decisión pero ya no Euclidianas (lineas de

contornos: paralelas pero no equidistantes)
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Compara regresión con regresión loǵıstica:

Y = βtX + ε con ε ∼ N (0, σ2) π(x) = P (Y = 1|X = x) = (1 + exp(−βtx))−1
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Compara regresión con regresión loǵıstica:

Y = βtX + ε con ε ∼ N (0, σ2) π(x) = P (Y = 1|X = x) = (1 + exp(−βtx))−1

Y = Xβ + E⇒ E = Y − Xβ
l(β) =

∑
i logP (εi = yi − xtiβ) l(β) =

∑
i log(π(xi)

yi(1− π(xi))
1−yi)

β̂ = (XtX)−1XtY =
∑

i(yiβ
txi − log(1 + exp(βtxi)))

Recurrir a métodos iterativos

β̂ ∼ N (β, σ2(XtX)−1)

Para datos separables:

||β|| → ∞
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Estimación de los parámetros

l(β) =
∑
i

log(π(xi)
yi(1− π(xi))

1−yi),

=
∑
i

(yi log(π(xi)) + (1− yi) log(1− π(xi))),

=
∑
i

(yi log(π(xi)/(1− π(xi)))− log(1/(1− π(xi)))),

=
∑
i

(yiβ
txi − log(1 + exp(βtxi))),

Problema: no-lineal en β.

Por ejemplo se puede usar Newton-Raphson:

βn = βn−1 − [
δ2l(βn−1)

δβδβt
]−1(

δl(βn−1)

δβ
)

δl(β)

δβ
=
∑
i

(yixi −
exp(βtxi)

1 + exp(βtxi)
xi) =

∑
i

xi(yi − π(xi)),

δ2l(β)

δβδβt
=
∑
i

(xiπ(xi)(1− π(xi))x
t
i)
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Si se escribe lo anterior en términos de matrices:

δl(β)

δβ
= Xt(Y − Π),

δ2l(β)

δβδβt
= −XtWX,

con W = Diag(π(xi)(1− π(xi))

De este manera:

βn = βn−1 + (XtWX)−1Xt(Y − Π)

βn = (XtWX)−1XtW(Xβn−1 + W−1(Y − Π)).

Es de la forma de regresión lineal ponderada:

βn = (XtWX)−1XtWZ.
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x ∈ R3+1, β = (0, 10, 0, 0)

P (Y = 1|X = x) = (1 + exp(−βtx))−1

Seleción de modelo basado en likelihood ratio approach tipo

−2(l2 − l1) ∼ χ2
q
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	2.7 Comentarios finales

1. Cubre amplio espectro de preguntas:

como predecir (bien) .............................................. entender P ()

ejemplo

2. Obtención x:

experto .................................................................. greedy

Retos nuevos en construcción, evaluación y elección de modelo
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